10 POLPRIESTOR

V tejto kapitole sa budeme zaob#ndastnogami geometrickych Gtvarov, ktoré sdvisia s uspa@iach
bodov na priamke. Budeme pracoéva Usékami, polpriamkami, polrovinami a polpriestormi.i Bkimani
spolanych vlastnosti polpriamok, polrovin a polpriesiorbudeme pre ne pouZivaspol@&ny nazov
polpriestor.

10.1 USECKY
Definicia 10.1:Usa*ka (presnejSi@izavreta Gséka) AB je mnozina
[AB] = {A+t(B-A); 0<t<1}.

Otvorena Uséka AB vznikne z Usé&ky AB vynechanim bodow, B: (AB) = [AB] \ {AB}. Body A, B sa
nazyvajukrajné body(uzavretej alebo otvorenef)seky AB V euklidovskom priestore sa ich vzdialetios
nazyva dka useky.

Uzavreta Usgka bola definovana priamo svojim parametrickym dygaim. Prd = 0,1 mame krajné body
useky. Parametrické vyjadrenie otvorenej tlsgje

(AB)={A+t(B-A); 0<t<1} preAzB.

Otvorend ustka so splyvajucimi krajnymi bodmi je prazdna mneZinpreto vtomto pripade
predchadzajlce parametrické vyjadrenie otvoreregkygaeplati.

Definicia 10.2:Bod C lezi medzi bodmi /M, ak patri otvorenej Ugke AB.

Medzi splyvajucimi bodmi nelezi Ziadny bod. Pxet B leZi bodC medzi bodmiA, B prave vtedy, ké
existuje tak&islot z otvoreného intervalu (0,1), == A+t(B - A).

10.2 POLPRIESTORY

Definicia 10.3:Body A, B suoddelenénadrovinoua (symbolAaB), ak nelezia v tej nadrovine a nadrovina
o obsahuje bod, ktory lezi medzi bod/iB. BodyA, B lezZia na rovnakej strane odadroviny, ak nepatria tej
nadrovine a nie stiou oddelené.

Priklad 10.1: V afinnom priestoré\® uvaZujme rovinw s rovnicowz = 0. BodyA = (0,2,1) aB = (0,-1,-2)
su oddelené rovinoa: z= 0, lebo bodC = (0,1,0) lezi medzi bodn#, B, pretozeC=A+ 1/3 B — A), a lezi gj
v rovinea, lebo jeho suradnice vyhovuju rovnice 0.

Body A = (0,2,1) aD = (1,2,3) leZia na rovnakej strane od rovimylebo rovnica 1+ 2t = 0, z ktorej sa
uréuje priesénik priamkyAD s rovinoua, nema rieSenie v intervale (0,1). (Rovnica marjédieSenid = -5,
¢o znamen4, Ze roviru pretina priamk#®D, ale nepretina ju Uska AD.)

BodyA=(0,2,1) aE = (1,2,0) nie su oddelené rovinay ani nelezia na rovnakej strane od nej, IEbt.

Odteraz predpokladame, Ze v afinnom priestdfemame danu afinnd slstavu suradnic a nadrowinu
S rovnicoua;x; + ... + anXy + a8 = 0. Lavl stranu tejto rovnice budeme zapigovatvareL(X). L(X) je teda
funkcia zA" doR, ktoralubovd’nému bodwX prirad’uje ¢islo

LX) =axg +...taxnt+tag preX = (Xg,..., %) (10.1)
Tuto funkciu rozsirime aj na vektoryMfA") predpisom
L(X) =auxg + ...+ aX, prex =(Xg,..., %) (10.2)
Rovnicu nadrovinyx resp. jej smeri¥(a) mézeme teraz sttne zapisav podobe
a: L(X) =0 resp.V(a): L(x) =0.
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Lema 10.1:Pre vSetky bodw, B, vektoryu acislat plati

a) LAA+t(B-A)) =L(A) +t(L(B) — L(A) = (1 - t)L(A) +tL(B).
b) L(A+u)=L(A)+L(u).

c) Aku=B-A takL(u) =L(B) - L(A).

Dékaz: Priamy vyp@et so suradnicanfi = (py,...,pn), B=(qu,...,0n) au = (Ug,...,Un). M

Skutainog’, Ze dve nenulovéislaa, b maju rovnaké znamienka, teda Ze obidve su klaalebp obidve su
zapornéasto vyjadrujeme nerovngmsu ab > 0. Podobne nerovntsb < 0 znamena, Ze nenulovéslaa, b
maju rézne znamienka.

Lema 10.2:

a) BodyA, B su oddelené nadrovinau L(X) = 0 prave vtedy, k& L(A)L(B) <O.

b) BodyA, B leZia na rovnakej strane od nadrovamL(X) = O prave vtedy, k& L(A)L(B) > 0.

DoOkaz: sta&i urobit’ pre¢ags’ a). Bod XOa leZi medzi bodmA, B prave vtedy, ke
X=A+t(B-A), pricom 0<t<1asgasne.(X)=0.

Preto v sulade a Lemou 1a mame doKaza rovnica

(1-t)L(A) +tL(B)=0, kdeL(A)#0,L(B)%0 (10.3)
pre neznamtima rieSenie vyhovujuce podmienkam
t>0 a 1-t>0 (10.4)

prave vtedy, ké& ¢islaL(A), L(B) maju op&né znamienka.

Ak t>0a 1-t>0, aakislot vyhovuje rovnici (10.3), tak(A)/L(B) = —(1 - t)/t, ¢o je zaporné&islo, preto
¢islaL(A), L(B) maju op&né znamienka.

Ak maju nenulové&islaL(A), L(B) rézne znamienka, tdi{A) — L(B) # 0 a rovnica (10.3) ma rieSenie
t=L(A)/[L(A) - L(B)].
Doké&Zzeme, Ze pré&islot platia nerovnosti (11.4). TaislaL(A), -L(B) aL(A) — L(B) su nenulové a maju
rovnaké znamienka, prete 0. Pretoze +t=-L(B)/[L(A) - L(B)], aj 1-t> 0. M

Definicia 10.4: Otvoreny polpriestor vzZtadom na nadrovinu a je neprazdna mnozina bodov
s vlastnogsami

() kazdé dva body z otvoreného polpriestoru leZisonaakej strane od nadrovimy

(i) otvoreny polpriestor obsahuje s kazdym svojim bodgraSetky body priestoru, ktoré s nim lezia na
rovnakej strane od nadrovimy

Uzavrety polpriestor(skratene lenpolpriesto) vzhadom na nadrovinw je zjednotenie otvoreného
polpriestoru vzRadom naa s nadrovinow. Polpriamkaresp.polrovina je polpriestor jednorozmerného resp.
dvojrozmerného afinného priestoru.

Veta 10.1:Existuju prave dva otvorené a prave dva uzavrelgripstory vzifadom na nadrovina. Su to
mnoziny bodov vyjadrené nerovnicami

L(X) >0 resp.L(X) <0 (pre otvorené polpriestory)
L(X)=0 resp.L(X) <0 (pre uzavreté polpriestory).

Doékaz: zrejme stai urobi’ pre otvorené polpriestory. Z lemy 2b vyplyva, edve mnozinyP.: L(X) >0 a
P-: L(X) < 0 vyhovuju podmienkam (i) a (ii) z definicie 4. ABme dokazali, Ze su polpriestormi, &ta
dokaza, Ze obe su neprazdne. Zwee 'ubovd’ny bodMUOa alubovd’ny vektoruOV(a). Pod'a lemy 1b pre
bodyA=M +uaB=M -uplatiL(A) = L(u) # 0 aL(B) = -L(u) # 0, preto jeden z nich lezi v mnoziRe
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a druhy vP_, teda obe tieto mnoZziny su neprazdne. Preto ¢&iagpa dva otvorené polpriestory viddom na
a.

Aby sme dokdazali, Ze existuju najviac dva otvoreoépriestory vzliadom naq, stai dokazad, ze kazdy
otvoreny polpriestor splyva s jednym z polpriestoi®. aleboP-.

NechP je 'ubovdny polpriestor vziiadom nao a nechA je jeholubovdny bod. ZrejmeL(A) # 0 (lebo
Alla), pretoATP, aleboAlIP-. Nech kvoli ugitosti ACIP., ¢ize L(A) > 0.

Nech XOP. je Fubovd’ny bod. VtedyL(X) > 0, preto potia lemy 2a body a X leZia na rovnakej strane od
a, a pretoZéAP, pod’a vlastnosti (ii) otvoreného polpriestoXiP. Dokazali sme, zZE.[P.

Obratene, necX[IP je 'ubovd’ny bod. Z vlastnosti (i) otvoreného polpriestora Eemy 2 dostavame, Ze
L(A)L(X) > 0, a pretozgisloL(A) je kladné, je kladné &j(X), ¢ize XOP,. PretoPOP,, a tedadP = P; . M

Uzavrety resp. otvoreny polpriestor ¥adom na nadrovina obsahujuci bodA budeme oznmva’ [aA)
resp. (A). O tychto polpriestoroch hovorime, Ze steme nadrovinoa a bodomA. Zrejme plati

[aA) = (aA) O a.
PolpriestoryfaA) resp. @A) sa niekedy ozriaju symbolmi- aA resp. - aA°.

Poznamka 10.1:Vztah ,dva body lezia na rovnakej strane od nadroufye pod’a lemy 2b zrejme
relaciou ekvivalencie na mnozi€' \ a vSetkych bodov priestoru nepatriacich nadrovineDefiniciu 10.4
moézZzeme teda sformulozaomnoho strinejSie: Otvoreny polpriestor vEadom na nadrovina je trieda

ekvivalencie vzhiadom na uvedenu relaciu. PolpriestmAY je trieda ekvivalencie bodd. Z tohto poliiadu na
polpriestory sa da veta 1 dokézannoho jednoduchsie.

Z vety 1 ihne’ vyplyva
Veta 10.2 Nerovnica
[aA): L(A)L(X) = 0 resp. dA): L(A)L(X) >0

je analytickym vyjadrenim otvoreného resp. uzavretgolpriestoru ueného nadrovinoa a bodomA M
Priklad 10.2: N§jdite prienik priamkyAB s otvorenou polrovinopA, ak
A=(2,1),B=(1,6),p: x+y+1=0.

RieSenie:V ozna&eni (10.1) mamé&(X) =x +y + 1, pretoL(A) = 2+ 1 + 1 = 4. Polrovina pA) ma teda
nerovnicu 4 +y + 1) > 0, po zjednoduSeni

(pA: x+y+1>0.

PriamkaAB ma parametrické vyjadrenie= 2 - t, y = 1 + 5t. V polrovine pA) lezia prave tie body priamky
AB, pre ktoré (2 t) + (1 + 5t) + 1> 0. Preto analytické vyjadrenie prieniku priamA s otvorenou polrovinou
pAje

(AB) n (pA): x=2-t, y=1+6t t>-1 M

Definicia 10.5: V nadrovinea zvolme l'ubovd’ny bod M. Hovorime, Zevektor u0V(a) smeruje do
otvoreného alebo uzavretého polpriest®akM + u [ P.

PolpriestorP z definicie 5 nezavisi od Yoy pomocného bodWa, lebo poda lemy 1b pre kazdy taky
bod plati

L(M + u) = L(M) + L(u) = L(u) (10.5)

Uzavrety resp. otvoreny polpriestor ¥adom na nadrovinw, do ktorého smeruje vektar, budeme
ozn&ova’ symbolom fiu) resp. ¢u). Je to polpriestor deny bodomM + u, MOa, preto z rovnosti (10.5)
vyplyva jeho analytické vyjadrenie

[au): L(u)L(X) =0 resp. dqu): L(u)L(X) > 0. (10.6)
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Pomocou nerovnic polpriestorfau), [aA) a[av) l'ahko overime, Ze
[au) =[aA) < L(u)L(A)>0, (10.6a)
[au) =[av) < L(u)L(v)>0. (10.6hb)

10.3 POLPODPRIESTORY

DoterajSie vysledky nam umidju hovort’ o polpriamke iba ako &asti jednorozmerného priestoru, ale nie
napriklad o polpriamke v rovine. Aby sme odstramilio nepruznas uvadzame nasledujucu definiciu 6.
Vyuzivame v nej vetu, pdid ktorej kazdy podpriestor afinného priestoru jmrafm priestorom. Ak mame
danu dvojicu podpriestoroa, B pricom a3 a dimx = dimp — 1, tak podpriestoa je nadrovinou v afinnom
priestoreB, preto ho poth vety 1 rozklada na dva polpriestory.

Definicia 10.6:Polpodpriestorafinného priestoru je polpriestor podpriestorumadiho priestoru.

Polpodpriestor naastejSie zadavame v tvafaA) resp.[au), kde a je F'ubovd’ny podpriestor afinného
priestoru a bodh nie je jeho bodom resp. vektarnie jeho smerovym vektorom. PolpodpriesteA) je pol-
priestor podpriestorf = a + (A-M) = M + [V(a) + (A-M)], kdeM je 'ubovd’ny bod podpriestora. Podobne
[au) je polpriestor podpriestora + (u) = M + [V(a) + (u)]. Ak je podprieston ureny bodmiA, ..., Ay, tak
symbol polpodpriestor{A;... AyB) zjednoduSujeme n@§A;..AB) a podobne prdA;..Aw), (A...AB) a
(A1..Au). Napriklad polrovinu uent priamkou(AB) a bodomC, pricom A, B, COA", n = 2, CLAB),
oznaujeme[ABOC.

Veta 10.3:Necha = (Aus,...uw, pricom vektoryus, ..., ux su linearne nezavislé, a neghlV(a). Potom
polpodpriestoryau) a @u) maju parametrické vyjadrenia

[au): X=A+1tug + ...+ Uk + tieal, ter = 0. (20.7)
(au): X=A+tug + ...+ tUg + teaU, ter > 0. (10.7a)

Doékaz: Polpodpriestofau) je polpriestorom v priestol®’ = 3 = (A,u,... Ux,U) vzhifadom na jeho nadrovinu
a. Z predpokladov o vektorocl, ..., ux au vyplyva, ze (,...Us,U) je baza vektorového priestok(A’) =
V(B). V sustave suradnig,uy,..ug,u priestoruA’ ma bodX z (11.7) saradnicety( ..., t, tx+1) @ vektoru ma
suradnice (0,...,0,1). NadrovimapriestoruA' ma rovnicutc; = 0, pretoL(X) = tk1, L(u) = 1 aL(u)L(X) = txs1.
Polpodpriestofou) ako polpriestor v priestord’ je analyticky vyjadreny podmienkou(u)L(X) = O, ciZze

podmienkouy.; = 0 . Podobne pre otvoreny polpriestauy. M
Priklad 10.3: Zostavte parametrické vyjadrenie polroviiABC), A= (4,5:-1),B=(2,7,3),C = (5,76).
RieSenie:Polrovina] ABC) je ukené bodonA a vektormiB - A= (-2,2,4),C - A=(1,2/5). Teda

[ABC:x= 4-2u+ v, v=>0
y= 5+2u+2v

7=-1+ 4u - 5v |

Poznamenajme, Ze kazdy polpriestor je polpodpriestpa to v (trivialnom) podpriestofe= A", preto veta
3 prek = n hovori aj o parametrickom vyjadreni podpriestoru.

10.4 TROJUHOLNIKY

Definicia 10.7: Nech A, B, C su linearne nezavislé body afinného priestdmajuholnik ABC(symbol
AABC) je prienik polrovif ABC), [BCA a[CAB). BodyA, B, C sa nazyvajiwrcholy trojuholnikaa Uséky AB,
BC aCA sa nazyvaj&trany trojuholnika

Poznamka 10.2:Je treba upozomy Ze v zavislosti od kontextu pod stranou trojuliiadn niekedy
rozumieme tieZ priamku &enua vrcholmi trojuholnika a niekedy vzdialefi@soch vrcholov trojuholnika.
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Definicia 10.8:Obsah trojuholnika AB@ euklidovskom priestore j@slo
SAABQ) =% zv, kdez=|AB|av=|C (AB)|
Nasledujuca veta umbdje vypaitat’ obsah trojuholnika priamo zo saradnic jeho vroholo
Veta 10.4:Pre obsah trojuholnik&BC v euklidovskej rovine s kartezianskou sustavoadaic plati
a) SAABC) =%|detB- A C-A)|
b) SAABC) =% |detA",B",C)|
Dokaz:

a) Rovnicu priamkyAB méZeme napisav tvare 8 — A)"I(X - A) = 0, priom vektor B — A)" sme
definovali v Glohe 6.31. Pdd tejto Glohy B — A)"[IX — A) = detB - A, X - A) a|(B - A"| = |B - A|, preto
pod’a désledku 7.1

v=|C(AB)| =|detB - A, C - A)J|B - Al
Odtia’ SAABC) = Yzv=YjdetB — A, C — A)|, leboz=|AB| = |B - Al.
b) Tvrdenie vyplyva z rovnosti
det@"B"CY =detB-A C-A) (10.8)
Ziskame ju tak, ze prvyigsec determinantu niavej strane atitame od zvy3nych dvoch a takto upraveny
determinant rozvinieme pda posledného riadku. M
Veta 6b ma nasledujuci

Désledok 10.1:0bsah trojuholnika nezavisi od poradia jeho vroholeda ani od toho, ktoru jeho stranu
povazujeme za ,zaklad".

10.5 ULOHY
1. Zistite,¢i bodC lezi na uzavretej Uske AB, A=(2,2;-1),B=(5,7,2), ak
a) C=(2,2:1) [ano]
b) C=(3,3,0) [ano]
c) C=(4,5,1) [4no]
d) C=(3,4,0) [nie]
e) C=(6,9,3) [nie]
2. Zistite,¢i bod C lezi medzi bodmhd, B, A= (-2,-3),B=(1,3), ak
a) C=(-3-6) [nie]
b) C=(-1,0) [ano]
c) C=(0,1) [ano]
d) C=(0,2) [nie]
e) C=(1,3). [nie]
3. Zistite prienik uzavretych usiek AB, CD, A= (-1,2),B=(2,8), ak
a) C=(-2,5),D=(4,2) [bod P=(0,4)]
b) C=(1,5),D=(3,7) (O]
c) C=(1,6),D=(3,8) [bod C]
d) C=(-3,-2),D=(-2,0) (0]
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e) C=(-3-2),D=(2,8) [(setka AB]

fy C=(2,5),D=(1,3). (O]
4. Zistite, i su bodyK, L oddelené rovinomt 2x-y+3=0, ak

a) K=(0,0,0),L=(-3,1,1) [ano]

b) K=(2,1,17),L =(1,2,8) [nie]

c) K=(1,3,3),L=(3-1,2) [nie]
5. N&jdite prienik uzavretej Ugky AB s rovinoua, akA=(1,0,0),B=(1,1;1) a

a) a:x+y+z-1=0 [AB]

b) a: 2x-y+z+2=0. (O]

6. © V Tubovdnom afinnom priestore definujte v zhode s kapitolbuorientovani Us&u a relaciu
Lorientované uUs&ky maju rovnaky smer‘. Dokazte: V euklidovskom ptmwre plati:
B-A=D-C - orientované Gs&y AB, CD maju rovnakud Zku a rovnaky smer.

7. © Na priamke leZia rovnako orientované tise AB, CD. Useka AB sa plynule postva v smere svojej
orientacie. Vypiste vSetky moznosti pre prienikdiesieAB, CD.

[0, B=C, [CB], [AB] (ak|AB<|CD]) alebo[CD] (ak|AB>/CD]), [AD], D = A]
8. Zostavte analytické vyjadrenie polpriestoru

a) [aP), a: x+2y-z-7=0,P =(1,2,1) [x+2y-z-7<0]
b) [ABCD, A=(1,2,3),B=(0,0,0),C=(1,0,1),D =(0,0,2). [x+y-z<0]
9. NapiSte parametrické vyjadrenie polpriamky resgrovny
a) (AB),A=(1,2,3),B=(5,41) [x=1+2t, y=2+t, z=3-2t, t>0]
b) [ABC,A=(1,2,0),B=(2,4;1),C=(0,1,3) b) [x=1+u-v, y=2+2u—v, z=—u+3v, v20]
c) [pA), p: x+y+3z-4=0, x-y+z-2=0,A = (2,2;-1). [X=1+2u+v, y=u+2v, z=1-u-2v, v=0]
10. Napiste analytické vyjadrenie polpriamok a polroxipredoslej tlohy prostrednictvom linearnych rovai
nerovnic. [a) x—2y+3=0, 2y+7—7=0, x+y+z—6>0 b) 5x-2y+z-1>0 c)y+z-1=0, x+y+32-4<0]
11.Najdite prienik polpriamokAB), [MN), ak
a) a)A=(-2,-1),B=(-1,0),M=(-1,2),N=(5,-1) [P=(1,1)]
b) A=(0,1),B=(1,0),M=(-2,3),N=(2,-1) [[AC]]
c) A=(1,2,1),B=(3,2,1)M=(-1,3,1),N=(-1,1,1) (0]
d A=(1,2,3),B=(3,4,5,M=(2,3,4),N=(7,8,9). [[MN)]

12.Zostavte parametrické vyjadrenie
a) pasu uteneho rovnobezkanpi g, pricomp = (AB), E[Ig, A=(0,1),B =(1,0),E = (1,1) [x+y-1=0, x+y-2<0]
b) trojuholnikaABC, A= (0,0),B=(2,0),C=(1,2) [y=0, 2-y=0, x+y-4<0]
c) uhlaAvB A=(1,0),v=(0,0),B=(1,1) [y=0, x-y=0]
d) trojuholnikaABC, A=(1,0,1),B=(2,1,1),C=(3,1,2)
[x-y-z=0 a naprz-1=0, y-z+1=0, y-1=0. Parametrickx=1+u+2v, y=u+v, z=1+v, u,v=0, u+v<1]
13. Zistite, ¢i bodM lezi v trojuholnikuABC A= (-2,-1),B=(4,0) ,C=(0,4), ak
a) M=(1,2) [ano]
b) M=(-1,2) [nie]
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c) M=(2,1) [ano]
d M=(3,1) [ano]
e) M=(2,3). [nie]
[Navod: Trojuholnik mézeme vyjadrslstavou nerovnic-6y—4 < 0, x+y—4 < 0, 5-2y+8 = 0]
14.Ur¢ite prienik priamkyp s trojuholnikomABC, p: x+y-4=0, A = (0,0),B =(3,0),C=(2,3)
[UseskaA'B', A' = (5/2,3/2),B' = (8/5,12/5).]
15. (Pokraovanie ulohy 7.16) Dokazte, Ze trojuholnikovl nexa®’ mozno uprestii
|AC| = |JAB| + |BC| prave vtedy, k& BO[AC]. [Navod: Diskutujte rovnicyt| + |1 —t| = 1.]
16.”Dana je nadrovina: n[{X — A) = 0. DokaZte: ¢n): n[{X — A) > 0.
[Navod: Pouzite (11.6) a presvéie sa, zd.(n)>0 pre funkciuL(X) = nl(X — A).]
17.Dokazte, Ze pre obsah trojuholnika plati
a) SAABC) =%/G(B-A,C-A) [Navod: Uloha 10.14.]
b) SAABC) =%2]AB| |AC|sinJ(B-A, C-A) [Navod: Veta 10.1c.]
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11 DELIACI POMER

11.1 DELENIE VEKTOROV

V definicii 1 priradime trojici kolinearnych bodoafinného priestorwtislo, ktoré bude do istej miery
nahradzé v tomto priestore nedefinovanu vzdialenbsdov. Najprv ale zavedieme operaciu delenia vekto
ktort vSak mozno apliko¥den na linearne zavislé vektory.

Podielom dvoch linearne zavislych vektowav, v # 0 je ¢islou/v urgené takto:
u/v =k znamena, Zza = kv, kR (11.1)

11.2 DELIACI POMER

Definicia 11.1:NechA # B # C su tri body, pidom bodC lezi na priamke\B. Deliaci pomer trojice bodov
(A, B, C) alebo tiezdeliaci pomer bodu C vZadom na dvojicu bodofA, B) (skratene lemleliaci pomer bodu
C) jecislo ABQ) = (C - A)/(C - B).

Poznamka 11.1:Deliaci pomer ABQ) je &islo A spnajuce podmienkuC — A = A(C — B). Odtid’ a
z obmedzenA # B # C vyplyva, Ze

(ABC) # 1 pre vSetky bod¢ priamkyAB, C# B
lebo z ABC) = 1 vyplyvaC - A=C - B a odtid A=B.
Veta 11.1:(Vypocet deliaceho pomeru). Nech bGdezi na priamk&B. Potom
a) AK A=(a,...),B=(by,...),C=(cy,...) abi # ¢, tak ABO) = (¢ — &)/(ci — by).
b) AkC=A+t(B-A) at# 1, tak ABC) =t/(t - 1).
c) Ak C=aA+bBaaz#0, tak ABC) = -b/a.
Doékaz: Pod’a poznamky 1 mameC(— A) = (ABQO)(C — B). Po prepisani do suradnic pre kareél,...n
ziskame ¢ — &) = (ABQ(ci — b)), a teda a) plati. Zostavajuce tvrdenia ziskamgjednoduchymi l]pravarrm
Veta 1b ma nasledujdci
Désledok 11.1:Nech bodC lezi na priamkéB a je rdozny od bodB. Potom
a) (ABA =0,
b) (ABO =-1 prave vtedy, k& bodC je stred uUsiky AB,
c) (ABO <0 prave vtedy, k& bodC lezi medzi bodmA, B,
d) (ABO>1 prave vtedy, k& bodC lezi na otvorenej polpriamké&(A-B)),
e) 0<(ABQ) <1 prave vtedy, ki bodC leZi na otvorenej polpriamk&(B-A)). M
Z definicie deliaceho pomeru vyplyva
|[(ABC)| = [AC)/|BC] (11.2)
Odtia’ a z tvrdenia c) predchadzajuceho désledku dost&vam
Désledok 11.2Ak A, B, C su body euklidovského priestoru, pre ktoré exestigliaci pomerABC), tak
(ABO =|AC)/|BC| , ak bodC nelezi medzi bodnA, C
(ABC) =-|AC)/|BC] , ak bodC lezi medzi bodmA, C M
Pomocou deliaceho bodu mézemeéowet’ polohu bodu na priamke:
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Veta 11.2:Nech ABC) = A. Potom

a) C=((ar—Aby)/(1-1),...), akA=(ay,...),B=(by,...),

b) C=A+NA-1)B-A),

c) C=1/(1-NA-AN(1-NB.

Doékaz:a) Pod’a poznamky 1 pre vSetkyplatiA(ci — b)) = (¢ — &). Z tejto rovnosti vyjadrime;. Tvrdenia
b), c) ziskame podobne z odpovedajuaielsti vety 1. M

Ako aplikéciu deliaceho pomeru uvadzame nasledujiveevety. Ich dékazy ilustruju vyuzitie analytigke
metody v geometrii.

Veta 11.3:(Menelaos) NectA, B, C su nekolinearne body a neédil(BC), B'[XCA), C'[I{AB) su body
rézne od bodow, B, C. Potom body, B', C' su kolinearne prave vtedy,&e
(ABC)(BCA)(CAB) = 1. (11.3)
Dékaz: Zvo'me afinna sustavu suradnic tak,Ae (0,0),B = (1,0) aC = (0,1). BodyC' aB' maju po rade

suradnice ¢,0) a (Ob), pricomc, b # 0, 1. Vyuzitim Usekového tvaru rovnice nadrovimgiivame, Ze priamka
BC marovnicux+y—-1=0, pretoA’ = (a,1-a), a# 0, 1. Na zaklade vety la plati

(ABC) =c/(c-1), BCA)=(a-1)/a, (CAB)=(b-1)b
Po jednoduchych apravathhko zistime, Ze rovnog11.3) je ekvivalentna s rovnisi

ab-ac-bc+c=0. (11.4)
Na druhej strane, podmienka kolinearnosti bodgw', C' je pod’a vety 3.10 ekvivalentna s rovnos
l'a 0 cl
l1-a b 0]=0
1 1 1]
ktora je zrejme tiez ekvivalentna s rovtios (11.4). M

Veta 11.4:(Ceva,¢itaj ¢éva). Nech bodw, B, C aA', B, C' sdiaju predpoklady vety 3. Potom priamky
AA, BB, CC prechadzaju jednym bodom alebo su navzajom rovimebprave vtedy, k&

(ABC)(BCA)(CAB) = -1. (11.5)

Doékaz: Zvolime rovnaku sustavu suradnic ako v dokazg ¥et rovnako ozridme suradnice bodo#, B',
C. Vtedy je podmienka (11.5) ekvivalentna s rovioos

2abc-ab-ac-bc+c=0. (11.6)
Na druhej strane, priamiA, BB aCC mbzeme vyjadtirovnicami
AA: (a-1)x+ay=0,
BB: bx+y-b=0,
CC: x+cy-c=0.

Pod’a ulohy 4.4.33 tieto tri priamky prechadzaju jednfadom alebo sU navzdjom rovnobezné prave
vtedy, kel

la-1 a O]
' b 1-bl=0
| 1 ¢ — |
teda prave vtedy, ideplati rovnos (11.6). M
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Poznamka 11.2:V literatire sa mézeme streths tzv.pomeromboduC vzh'adom na body, B, pricom
A # B # C a bodC lezi na priamkeéAB. Definuje sa akdislo (C — A)/(B — C), teda sa rovnéislu —-(ABQO), ¢o
znamena, Ze v podstate je ekvivalentny s deliagmgsom. Jeho vyhodou oproti deliacemu poma®BQ) je,
Ze je kladny prave pre bodyleziace medzi bodnA, B.

11.3 ZMIESANY SUCIN TROCH VEKTOROV

Definicia 10.3ZmieSany sdin vektorova, b, cOV3, je ¢islo @bc) = (axb)@ , teda skalarny sin vektorov
axb ac.

Veta 10.5Prea = (ay, &, ag), b = (b1, by, b3) ac = (cy, ¢, C3) plati

a a &
(@bc)=[b, b, b, =det@b,c).
Cl C2 C3
Doékaz: St&'i rozvinit’ determinant paddh tretieho riadku. M

Veta 10.6(Vlastnosti zmieSaného &au)
a) (abc) = al(bxc) ,
b) (abc) = (bca) = (cab) = —(bac) = - (cba) = - (acb) ,
c) (ata bcg=(@abog+(@ bc) (podobne pre sty vdruhom a tréom ¢initeli),
d) (kabg=(akbc=(abkc)=k(@abo,
e) (abc) = 0 prave vtedy, k& su vektorya, b, c linearne zavislé,
f) (atkb+lcb g =(ab ¢ (podobne pre linearnu kombinaciu v druhom éadmeciniteli),
g) (abc) > 0 prave vtedy, k& vektorya, b, c tvoria kladnu bazu.
Dékaz: a) Rozvoj determinantu z vety 5 ffadprvého riadku.
b) Vyuzijeme zmenu znamienka determinantu pri znparadia jeho $dcov.
c¢) Vyuzijeme tvrdenie a) a distributivny zakon pkalarny sdain:
(ata' b ¢) = (at+a)l(bxc) = al(bxc) + allbxc)=(ab g+ (a b o).
d) Op& vyuzijeme tvrdenie a)ké b ¢) = (ka)l(bxc) = k[al(bxc)] = k(a b ©).
e) Determinant z vety 5 je nulovy prave vtedy’ kea linearne zavislé riadky.
f) Vyuzijeme tvrdenia a), e)afkb+icbg=(@a@bg+((kbbc+(lcbg=(@bg+0+0.

g) Tvrdenie vyplyva z druhe&psti poznamky 9.3. M
Veta 10.7(Aplikacie zmieSaného siinu)
a) (uvX-A)=0 jerovnicarovinyAuv a (U v xX) =0 je rovnica jej smeru.
b) Vzdialenos boduX od rovinyAuv je |(u v X=A)| / Juxv].
c) Objem rovnobeZnostedBCDEFGHvo fyzikalnom priestor& je
V(ABCDEFGH = |(B-A D-A E-A)|.

Doékaz: a) Vektorn = uxv je normalovy vektor danej roviny. Veta 4.6 hovae rovinuAuv mézeme
vyjadrit’ rovnicoun[(X — A) = 0 Jejlava strana je zmieSanycatl (U v X-A).

b) Tvrdenie vyplyva z tvrdenia a) a z doésledku 7.3.
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c) Poda vety 4f obsah podstavy hran@d8CDEFGHje S= |(B — A)x(D — A)| a poda tvrdenia b) vySka

hranola jev = |(B-A D-A E-A)|/ |(B - A)x(D — A)| = |(B-A D-A E-A)|/ S M

11.4 ULOHY

1. Vypocitajte deliaci pomerABQ)
a) A=(2,0-3),B=(3,1,0),C=(4,2,3) 2]
b) A=(2,0-3),B=(3,1,0),C=(-1,-3,-12) [3/4]
c) A=(2,0-3),B=(3,1,0),C=(6,4,9) [nedefinovany]
d C=A+4B-A) [4/3]
e) C=A+3(A-B) [3/4]
fy C=(3/5A+ (2/58B [-2/3]

2. Vypocitajte bodC, ktory rozdéuje useéku AB, A=(1,-1,-2),B=(5,3,10) v pomere
a) 1:3 [C=(2,0,1)]
b) m:n,mn>0. [C=((Bm+ n)/(n+ m), (3m=n)/(n+m), (10m - 2n)/(n + m))]

3. Pre dané r6zne body, B zostrojte pomocou pravitka a kruzidla lodak, aby
a) (ABCQ) =-2
b) (ABC) =-%
c) (ABO =2
d) (ABC) =1/3.
4. Nairtnite graf funkciey = (ABO), kdeC=A+x(B - A), x# 1. [Hyperbola s rovnicoy = 1+ 1/(x - 1)
5. Dokazte, Ze pre navzajom rozne kolinearne bady, C plati
a) (BAO =1/(ABO
b) (ACB)=1- (ABQ
c) (CAB =1/1- (ABO)]
d) (CBA =(ABQ/[ (ABQ) - 1]
e) (BCA =[(ABCO) - 1]/(ABC).

[Navod: Vyuzite vyjadrenie deliaceho pomeru v stieidich (veta 1a).]

6. Na priamkeAB n§jdite bodX, pre ktory

a) (ABX =(BAX [S(AB)]
b) (BAX) = (BXA [B+ (B-A)]
c) (XBA(BXA) =-1. [neexistuje]

7. Dokéazte, Ze pre navzajom rozne kolinearne bddy, C, D plati (ABD)(BCD)(CAD) = 1.
[Navod: Na priamké\B zavel'te afinnd ststavu sdradnic.]

8. V A®su dané priamkp, g acisloA # 0,1. Ugte mnoZinu vSetkych bodoX, pre ktoré ABX) = A, pricom
Allp, BOg sulubovd’né body, ak NechX, je jeden bod, pre ktoryAiBeXo) = A, ACa, BoOB. ]

a) priamkyp, g su rovnhobezné a navzajom rézne [RovnobeZka s priamkami q prechadzajica bodoky ]
b) priamkyp, g sU mimobezné. [Rovina prechadzajlca bodotg rovnobezne g, q]
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9. Z Cevovej vety odvdite, Zetaznice trojuholnika sa pretinaju v jednom bode.

10.Bod K rozdéuje stranuAB trojuholnikaABC v pomerek : 1, bodL stranuBC v pomerd : 1 (t.j. JAK] : |BK]
=k, IBL| : |CL] =1). P je priesénik priamokCK a AL, M pries€nik priamokBP a AC. V akom pomere
rozdé’uje bodM useku AC? [IMC] : [MA| =kl : 1]

11.Dokazte Paschovu vetu: Ak priamka leziaca v rovirguholnika neprechadza Ziadnym vrcholom
trojuholnika a pretina jednu jeho stranu, tak peefirave jednd’alSiu stranu trojuholnika. (Pod stranou
trojuholnika sa rozumie (&ea.)

[Navod: Menelaova veta a geometricky vyznam znanaigreétiaceho pomeru (doésledok 13.1).]

94



12 LINEARNA KOMBINACIA BODOV

V tejto kapitole rozSirime pdtanie s bodmi a vektormi v afinnom priestor@’aSie operacie, ktoré v
niektorych situaciach umoznialmei efektivne postupy.

12.1 LINEARNA KOMBINACIA BODOV

Linearne kombinacie vektorov, ktoré pozname z linep algebry, prenesieme aj na body, hoci iba
v obmedzenom rozsahu.

Definicia 12.1:V afinnom priestore zviine 'ubovd’ny bodP. Linearna kombinacia bodasiA; + ... + GA«
je bod GAL+..+cA=P+Cci(A-P)+..+ca(A—-P), akc+...+c=1,

alebo vektor gA; + ...+ A= Ci (A1 — P) + ... + c(Ac — P), akc + ...+ =0.

Ak a3 + ...+ a #1, 0, linearnu kombinaciomA; + ... + ¢ A« nedefinujeme. Nasledujuca veta bezprostredne
vyplyva z definicie 1 a zo zakladnej vety o suradth (veta 2.3).

Veta 12.1: Suradnice bodu resp. vektora, ktory je linearnoumiimaciou bodov, su linearnymi
kombinaciami suradnic kombinovanych bodov s odpajesimi koeficientmi. M

Veta 1 okrem iného hovori, Ze suradnice linearoepliinacie bodov nie su ovplyvnené suradnicami dddu
z definicie 1. Takto dostavame

Désledok 12.1Linearna kombinacia bodov nezavisi od pomocnéha Bad definicie 1. M
V désledku 1 vlastne tvrdime, Ze @l ... + ¢ = 1, tak pre vSetky body aQ plati
Q+c(Ai-Q+..+cA—Q)=P+ci(A—-P) + ...+ (A~ P)

a podobne pre pripad, + ... + ¢ = 0.Pouziti metdédu dbkazu vlastnosti linearnych koddach bodov
prechodom k suradniciam zovSeobecnime v nasledujjicmcipe.

Princip pocditania s linearnymi kombinaciami bodovVyrok o bodoch, vektoroch&slach a o operaciach
rozdiel bodov, stet bodu s vektorom, linearna kombinacia bodo¢estuektorov a skalarny nasobok vektora
je pravdivy, ak je korektne zapisany, a ak je pravaryrok, ktory z daného vyroku vznikne nahradenim
vSetkych bodov a vektorov realnyislami.

Pozndmka 12.1:Niekedy sa linedrna kombinacia bodov nazwafmna kombinécia bodowalebo tiez
barycentrickda kombinacia bodoslovo ,barycentrum® znamenéazisko. V mechanike séazisko sustavy
hmotnych bodoW,, ...,A« s hmotnogamimy, ..., m¢ definuje ako bod

CiAL + ...+ CGA« preci=m/(m +...+my), i=1,....k

Priklad 12.1: Uvadzame niekikko ukazok linearnych kombinacii bodov. Prvé dvedptavuju jedine
mozné jedndlenné linearne kombinacie bodov. Pre vSetky bddy, C a cislat plati:

1A=A (12.1)
0A=0 (12.2)
1B+ (-1)A=B-A (12.3)
1B+1C+ (-1)A=B+(C-A) =C+(B-A) (12.4)
(1-DA+B=A+t(B-A) (12.5)
VoA + Y4B = A, B) 126 M

Napriek tomu, Ze rovnosti (11.3) a (11.4) umag® redukovad operacie rozdiel bodov ad&it bodu
s vektorom na linearne kombinacie bodov, jéeldé tieto operacie pouzivanadalej, napriklad kvoli
pref’adnosti formul.
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Priklad 12.2: Na zaklade rovnosti (11.5) mozZzeme teraz preformatigarametrické vyjadrenia priamky,
useky a polpriamky prostrednictvom linearnych kombih&odov:

(AB): X=aA+bB, atb=1

[AB] : X=aA+bB, a,b=0,a+b=1

(AB): X=aA+bB, a,b>0,a+tb=1,preAZB
[AB): X=aA+hbB, b>0,a+b=1

(AB): X=aA+hbB, b>0,a+b=1

Vzhradom na poziadavky kladené naetikoeficientov, pre linearne kombinécie bodov &gdmy zakon
vo v3eobecnosti neplatiiastaine ho nahradza nasledujica reduketdennej linearnej kombinéacie bodov na
dvojclennu a k=1)-¢lennu.

Lema 12.1Nechk>3,c;+ ...+ =1 ack# 1. Potom
CiAL + ...+ GA= (1 —c)[c/(1 — c)As + ... + C-1/(1 — C)A-1] + CGA

Doékaz: Lema vyplyva z principu g@tania s linearnymi kombinaciami boddy]

12.2 BARYCENTRICKE SURADNICE
V Uzkej savislosti s linearnymi kombinaciami bodiefinujeme v afinnom priestoralSi typ suradnic.

Definicia 12.2: Barycentricka sistava suradnicafinnom priestoré” je usporiadanang1)-tica linearne
nezavislych bodovHy, Ei,..., E,). Tieto body sa nazyvaj8uradnicové bodyalebo ajjednotkové body
Barycentrické suradnice boduesp.vektoraje usporiadanangl)-tica cisiel tvorena koeficientmi vyjadrenia
bodu resp. vektora ako linearnej kombinacie st@kyich bodov, teda

bod X ma barycentrické suradnicg,(X,..., Xn) = X=XEo+XE1 + ...+ X.E, (22.7)
vektorx ma barycentrické stradnice,(X,..., X)) = X =XoEo+X1E1 + ...+ XEn (12.8)
Z definicie barycentrickych saradnic je zrejméictes(tet sa pre bod rovna 1 a pre vektor 0.

Nasledujuca veta vyjadruje fah barycentrickych saradnic k afinnym saradniciatn.nej vyplyva
existencia a jednoztiaog’ barycentrickych suradnic bodu. Pre vektory odkamea na Glohu 8.

Veta 12.2:Bod X ma vzifadom na barycentrickl sustavu suradiss; Ey, ..., E,) barycentrické suradnice
(X0, X1,..., Xn) prave vtedy, k& vzhladom na afinnd sdstavu suradidg, E; — Eo,..., En — Eo méa afinné
stradniceXy,..., Xn) aXo= 1= X1 — ... = Xn.

Doékaz: Stai prepisé linearnu kombinaciX = xEy + x1E; + ... + X,E, pod’a definicie 1 s pomocnym
bodomP = Ej a vyuZzt’ definiciu afinnych suradnic bodu z rovnosti (2.6):

X=%Eo + X1E1 + ...+ XaEn = Ep + X1(E1 — Eg) + ... + Xa(En — Eo) M
Geometricky vyznam absollitnych hodnét barycentdbkguradnic bodu v priestore dimenzie 1, 2 a 3
neskor daju vety 4, 5 a uloha 10. Aby sme mohlingeoicky interpretové znamienka barycentrickych
suradnic, ozrname symbolonTs, i = 0,1,...n nadrovinu wenua vSetkymi jednotkovymi bodmi okrem boHy
napr.m = (Ey,...,.En), Th = (Eo,E2,...,En).
Veta 12.3:Pre barycentrické suradniog,(x,..., X,) boduX vzhfadom na barycentricki sustavu suradnic
(Eo, E4,..., Ey) plati

a) x=0 = XOmg

b) x>0 - XO(TE)

Dékaz V afinnej sustave suradnic, ktora fadvety 2 odpoveda uvazovanej barycentrickej séstav
suradnic, je nadroving prei # 0 vyjadrena rovnicow; = 0 a polpriestor T§E;) nerovnicoux>0, preto
dokazovana veta plati pre vSetks O.
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Nadrovinatp je poda vety 4.2 v afinnych sdradniciach vyjadrena roegnig;+...+x,—1 = 0. BodEy ma
vSetky afinné suradnice nulové, preto polpriestiyEd) je v afinnych suradniciach vyjadreny nerovnicou
X1+...+X,—1 < 0. Pre barycentrické suradnice plgtf...+x,—1 = —Xo, preto v nich je nadroving, vyjadrena

podmienkoux, = 0 a polpriestortpEy) podmienkoux, > 0. M

Dosledok 12.2AABC={aA+bB+cC; a+b+c=1, a b, c> 0} M

12.3 GEOMETRICKA INTERPRETACIA LINEARNEJ KOMBINACIE DVOCH A TROCH
BODOV
Veta 12.4:PreA# B z rovnostiX =aA+ bB (pricoma+b=1) vyplyva
lal = [XBI/|AB], [o| = [XA/|AB]|
Doékaz Z rovnosti (11.5) vyplyva, zeaA + bB = B + a(A — B), preto X — B = a(A - B). Odtid
[X =Bl =|a] |]A - B], ¢ize |a] = |XB|/|AB|. Druha rovnos sa dokazuje analogicky. M

Désledok 12.3:Ak bod X lezi medzi bodmiA, B, tak rovnos X = aA + bB, a+ b =1 je ekvivalentna
S rovnosami

a=|XBJ/|AB|, b= |XA/|AB|,
resp. s rovha®u
alXA = b|XB|,
resp. s jednou z rovnosti pomerov
XAl : [XBl=b:a

IXAl: [XB| = 1/a: 1b M

Pozndmka 12.2:V mechanike rovnasalXAl = b|XB| vyjadruje rovnovahu péky s krajnymi bod#i B, v
ktorych sa nachadzajutaZe s hmotnaamia, b.

Veta 12.5:Pre nekolinearne body, B, C z rovnostiX =aA+bB+ cC (pricoma+b+c=1) vyplyva
[a] = SIAXBO/SIAABO), |bl = SSAAXC/SAABO), |c| = SLAABX)/SAABQO).

Doékaz: V rovine ABC zvolime karteziansku sustavu suradnic. Rownts aA + bB + cC predstavuje v
suradniciach sustavu dvoch linearnych rovnic penémea, b, c. Pridame k nim eSte rovniau+ b + ¢ = 1.
Z tejto sustavy troch rovnic vyjadrime neznaaiCramerovym pravidlom, zlomok rozSirim#slom Y2 a
pouZzijeme vetu 11.6b:

|la| = |det(X " B=CH|/|detA"B".CH)| = YIAXBC)/S(AABQ)

Pri koeficientochb a ¢ postupujeme rovnako. M
12.4 ULOHY
2. NapiSte suradnideodu resp. vektora) b)
a) 5A+8B-12C, akA=(2,1-5),B=(3-1,4),C=(1,171) [(22,-15,19)]
b) 5A+3B-8C, akA=(1,-2),B=(3,4),C=(2,-1). [(11,-6,-5)]
3. Vyjadrite dany bod alebo vektor ako linearnu kondisin bodovA, B, C.
a) A+2B-A)+3A-C) [2A + 2B - 3C]
b) [A+2B-A)] -[B+3(C-A). [2A+B - 3C]
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4. Vyjadrite bodP ako linearnu kombinaciu bodadv= (2,1) aB = (-1,2), ak

a) P=(8-1) [3A-2B]
b) P=(-7,4) [-2A + 3B]
c) P=(4,7). [vyjadrenie neexistuje]

a) Dokazte, ze pre bod4, B, C, D acislaa, b, c,d,a+b=c+d=1 plati
c(@A+bB) +d(aD + bC) =a(cA+dD) + b(cB + dC).

b) * VE® je dana uzavreta lomengiara ABCD (nemusi leza v rovine), ktorej protiahlé strany sa
nepretinaju. Na strand@&B, BC, CD, DA su dané bodig, L, M, N tak, Ze

|AK] : |[KB| = |DM| : [MC| a|BL] : |LC| = |JAN| : [ND.
Dokazte, ze usky KM aLN sa pretinaju a gre, v akom pomere ich rozkige spol@ny bod.

[Spolazny bodP Useiek KM aLN ich rozdéuje v pomerochKP| : |PM| = [BL] : |LC| a|NP] : |PL| = |AK] : [KB].
Navod: Rovnos |AK] : |KB| = |DM]| : IMC| znamena, z& =aA+bBal =aD + bC pre vhodné&islaa, b,a+b=1.]

6. ZapiSte v tvare linearnej kombinacie obraz b¥du

a) Vv sumernosti so stredo8) [2S5-X]

b) v rovnd’ahlosti so stredor§ a s koeficientonk. [(1+KS-kX
7. Pre dané bod#, B pomocou pravitka a kruzidla zostrojte béd aA + bB.

a) a=0,2,b=0,8

b) a=1/3,b=2/3

c) a=-1/3,b=4/3.

[Navod: Vyuzite posledni rovnog dosledku 1.]

8. Pre dané bodx, B, C pomocou pravitka a kruzidla zostrojte bedl+ bB + cC.

a) a=0,2,b=0,6,c=0,2

b) a=0,b=0,6,c=0,4

c) a=1/6,b=2/6,c=3/6

d) a=2,b=3,c=-4.

[Navod: Vyuzite lemu 1 v podol®A + bB + cC = (a + b)[a/(a + b)A + b/(a + b)B] + cC.
Pomocny boK' = a/(a + b)A + b/(a + b)B a vysledny bodg + b)X' + cC zostrojte ako v predchadzajlcej tlohe.]
9. N4jdite va'ahy medzi barycentrickymi suradnicami vektora ladfom na barycentrickll ststavu suradnic
(Eo, Ey,..., En) a afinnymi stradnicami toho istého vektoraRadtom na afinnu sustavu suradgig E; -
E,,..., E, — Eo. [Ako vo vete 3, ibaZ& =— X, — ... = X,.]

10.Najdite barycentrické suradnice bodw a vektorau vzhadom na barycentrickl sustavu suradnic s
jednotkovymi bodmEy= (1,2),E;=(2,3),E>2=(-1,1), ak

a) M=(-3,1) [(-4,2,3)]

b) M=(2,2) [(3:-1,-1)]

Cc) u=(-8,-5) [(-1-2,3)]

d) u=(4,1). [(5,-2,-3)]
11.Geometricky interpretujte absolGtne hodnoty bartmekych stradnic V> tak, aby vznikla analégia
k vete 5. [Pomery objemov vhodnych Stvorstenov.]
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12." Dany je trojuholnikABC, a = |BC|, b = |JAC], c = |AB|. Dokéazte
a) Pre stredskruznice vpisanej do trojuholniléeBC plati
S=al(atb+c)A + b/(atb+c)B + ¢/(atb+c)C.

[Navod: a) Polozm&=0A + BB+ yC, a + B + y= 1. Pomocou obsahov trojuholnikéBS BCS CASaABC dokazte,
Zea:B:y=1N,: 1M, : 1N =a:b:c]

b) Stred kruznice vpisanej do trojuholnika je jehotendym bodom.

[Navod: VSimnite si znamienka barycentrickych sinadstredu kruznice vpisanej fadom
na barycentrickd sustavu suradniéamti vrcholmi trojuholnika. Vyuzite désledok 3.]

c) Stred kruznice pripisanej k straB€ je bod—-a/(—a+b+c)A + b/(-a+b+c)B + ¢/(—a+b+c)C.
13.“Dokazte: Navod: Zapiste linearnu kombinaciu boddy ..., A, pod’a definicie 1 s pomocnym boddPre A;.]

a) Podpriestor ufeny bodmiAy, ..., A« je mnozina vSetkych bodov, ktoré su linearnymi komaciami
bodovAy, ..., A«

b) Smer podpriestoru &eného bodmiA,, ..., Ax je mnozina vSetkych vektorov, ktoré su linearnymi
kombinaciami bodoW, ..., A

14." Dokéazte:

a) Body Ay, ..., A, k= 2 su linearne zavislé prave vtedy,dkaulovy vektor mozno vyjadtiako ich
linearnu kombinaciu s aspgednym nenulovym koeficientom.

b) Body A, ..., A, k= 2 su linearne zavislé prave vtedydkgden z nich mozno vyjadriako linearnu
kombinaciu ostatnych.

15." Dokazte, Ze préazisko bodoV, ..., A plati T(Ay, ..., A) = 1KA + ... + 1KA..

16. Casteljauov {itaj kastelzuov) algoritmus ¢isl'ovania bodov Bézierovej kubiky. K riadiacim vrchaid\,,
Aq, Ay, Az Bézierovej kubiky definujme rekurentne bo#lypredpisom

A% =A,i=0,1,23A = 1A+ 1A, j=1,23,i=0,...,3 (12.9)
a) Pomocou pravitka a kruzidla zostrojte vietky batly
b) Dokéazte, Ze pre Bézierovu kubil(t) s riadiacimi vrcholmidg, A1, Az, As plati
P(v2) = A%
c) Pomocou pravitka a kruzidla zostrojte R@-).

d) * Dokéazte, Ze pre Bézierovu kubikd(t) s riadiacimi vrcholmid’, A, A%, A% a pre Bézierovu kubiku
R(t) s riadiacimi vrcholmia®y, A%, AL, A% plati

Q(t) = P(¥2t), R(t) = P(72(1+1))
a interpretujte dokazané rovnosti.
e) " Pomocou pravitka a kruzidla zostrojte b&®{y) a P(34).

f)y * Zovseobecnime rekurentnu definiciu (11.11) taknamiestasisla ¥2 pouzijeméubovd’nét0,1): A
= (1 - A + tA™,,. Dokazte, Ze vtedp(t) = A%,
g) * Pomocou pravitka a kruzidla zostrojte R(t).

[Navod: Trpezlivo peitajte. d) Obidveasti Bézierovej krivkyP(t), na ktoré ju rozd®je bodP(%%),
sU op@ Bézierovymi krivkami. g) BodV; rozdé'uje Gseéku A A%, v pomere (F1) i t.]

17." Konvexna kombinacia bodov je linearna  kombinacia s nezapornymi  koeficientmi.
Dokazte: Konvexna mnozina obsahuje vSetky konvéamébinacie svojich bodov.

[Navod: Indukcia poth paitu bodov linearnej kombinacie a lema 1]

99



100



